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قدردانͬ

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

تشͺر صمیمانه ،... دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی دریغ زحمات از ͬ دانم م خود وظیفه  آغاز در

ͬ رسید. نم انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده  راهنمایی های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و

این سازی آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره  و مطالعه زحمت که ... دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله،

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر ͬ زنم م بوسه پایان، در

امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خانواده از ͬ کنم م تشͺر و را مقدس شان وجود ͬ کنم م

بودند. من پشتیبان بهترین که وجودشان،

محمد محمودی

١٣٩۴ آبان



چͺیده

با دیفرانسیل معادلات دستگاه و معادلات از دسته ای مثبت جواب های چندگانگͬ و وجود نامه، پایان این در

بحث مورد ضعیف و ͷکلاسی مفهوم دو در را دیریͺله همͽن مرزی شرط های با غیرخطͬ جزئͬ مشتقات

مثبت جواب های وجود ابتدا است. ∂Ω هموار مرز با RN در کراندار دامنه ای Ω کنید فرض ͬ دهیم. م قرار

دستگاه
−∆p(x)u = λ۱ a(x)f(v) + µ۱ α(x)h(u), x ∈ Ω,

−∆q(x)v = λ۲ b(x)g(u) + µ۲ β(x)γ(v), x ∈ Ω,

u = ۰ = v, x ∈ ∂Ω,

،sup |∇p(x)| < ∞ است، شعاعͬ متقارن تابعͬ p(x) ∈ C۱(RN) آن در که کنیم، مͬ تحلیل را

توابعͬ a, b, α, β : [۰,+∞) → (۰,∞) و Ω = B(۰, R) ⊂ RN ،۱ < inf p(x) ≤ sup p(x) <∞

پیوسته اند.

دیریͺله مرزی شرایط ضعیف، جواب های p‐لاپلاس، مثبت، جواب های کلیدی: واژگان
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پیشͽفتار

آن تکامل و بلوغ که است نوینͬ تحقیقاتͬ زمینه ͬ کنیم، م یاد آن از حاضر حال در که آن گونه غیرخطͬ آنالیز

این چنینͬ، مسائل بیشتر است. بوده غیرخطͬ مسائل فراوان و چندجانبه مطالعات بر مبتنͬ امروزی شͺل به

در نیز را محض ریاضیات نوع از مسائلͬ بعضاً و بوده ریاضͬ غیر علوم مختلف زمینه های در مطرح مسائل

اجزای از ͬͺی به و کرده پیدا ویژه ای سرعت غیرخطͬ آنالیز رشد اخیر دهه چهار در تقریباً است. گرفته بر

هندسه، در ریشه زمینه، این در مطرح مسائل از بسیاری است. شده تبدیل مدرن ریاضیات تحقیقات بدنه مهم

انسانͬ علوم رشته های حتͬ و ͷژنتی بیولوژی، ،ͷانیͺم مهندسͬ تصویر، پردازش شیمͬ، ،ͷفیزی نجوم،

زیرشاخه هایی واقع در غیرخطͬ آنالیز در مطرح روش های و نظریه ها دارد. جمعیت شناسͬ و اقتصاد مانند

و معمولͬ دیفرانسیل معادلات چون شاخه هایی ͬ آیند. م حساب به متنوعͬ موضوعات اصلͬ شاخه های از

گروه های دیفرانسیل، هندسه ،ͬͺدینامی سیستمهای تغییرات، حساب جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادلات

نظریه محدب، آنالیز ،ͷهارمونی آنالیز اندازه، نظریه غیرخطͬ، و خطͬ تابعͬ آنالیز جبری، توپولوژی لͬ،

موجود، مسائل حل و زمان راستای در پیشرفت با که است این توجه قابل نکته غیره. و سازی بهینه بازی ها،

است. شده شایانͬ ͷکم نیز شده اشاره شاخه های غنای به

ͬ شوند م مدلسازی ریاضیات زبان به موارد، از بسیاری در علوم، مختلف زمینه های در مطرح خام مسائل

هستند. جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات یا و معمولͬ دیفرانسیل معادلات فرم به مدل ها این اکثر که

ͬ گیرد. م انجام نامه پایان این در روش این پایه بر .... این در است قرار که آن چه

ح



١ فصل

مقدمات و تعاریف

از برخͬ سپس ͬ کنیم. م بیان را طبیعت در معادلات این کاربرد از مثالͬ و کرده معرفͬ را فصل، این در

ͬ کنیم. م بیان اختصار به است، نیاز مورد نامه پایان طول در که را لازم مفاهیم و تعریف ها

دیریͺله مرزی شرط های و جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ١ ‐ ١

... و مهندسͬ ،ͷفیزی مسائل از بسیاری راهͽشای که است ریاضیات شاخه های مهمترین از ͬͺی آنالیز

عمومͬ قوانین از بسیاری است. ناپذیر انکار دیͽر علوم در دیفرانسیل معادلات نقش بین این در ͬ باشد. م

دیفرانسیل معادلات زبان در را خود بیان ͬ ترین طبیع نجوم و شناسͬ زیست شیمͬ، ،ͷفیزی در طبیعت

دیفرانسیل معادله ͷی را مستقل متغیر به نسبت تابع مشتقات و مستقل متغیر و تابع بین رابطه ای هر ͬ یابند. م

معادله باشد داشته مستقل متغیر ͷی فقط تابع اگر ͬ شوند، م تبدیل دسته دو به دیفرانسیل معادلات ͬ نامیم. م

جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله را آن باشد داشته متغیر ͷی از بیش اگر و ͬ نامیم م معمولͬ را دیفرانسیل

بر مشتمل مسائل مانند پیوسته، محیط های ͷفیزی در عموماً جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ͬ نامیم. م

پیش انتشار فرایندهای واکنش در همچنین و موجͬ، حرکت و پخش سیالات، ͷدینامی ،ͬͺتریͺال میدان های

مثال ͷی عنوان به هستند. مشͺل تر لحاظ هر از و متفاوت خیلͬ معمولͬ دیفرانسیل معادله نظریه با و ͬ آیند م

دما u(x, t) کنید فرض گرفت. نظر در را سخت جسم ͷی در گرما رسانش ͬ توان م انتشار فرایند از ساده

فرم به کلͬ ناهمͽن انتشار معادله صورت این در باشد. جسم در Ω ناحیه ͷی در x نقطه و t زمان در

cρ ut = ∇.(k∇u) + f(x, u, t)

١



٢ مقدمات و تعاریف .١ فصل

f(x, u, t) و است، جسم گرمای رسانایی ضریب k و ثابت مقادیری ρ و c آن در که داشت خواهیم را

یعنͬ کنیم، فرض x و t از مستقل را خارجͬ منبع و ثابت را k اگر اکنون هم است. خارجͬ منبع ͷی

مقدارویژه مساله به آن گاه نرود، دست از Ω مرز طریق از جز به Ω در هم گرما و ،f(x, u, t) = f(u)

غیرخطͬ

−∆u(x) = λf(u(x)) x ∈ Ω

u(x) = ۰ x ∈ ∂Ω,

(١ ‐ ١)

از است عبارت که است لاپلاس عملͽر ∆ و مثبت پارامتری λ آن در که ͬ شویم م منتهͬ

∆u =
∂۲u
∂x۲

۱
+ · · ·+ ∂۲u

∂x۲
n

.

و ∂Ω هموار مرز با Rn در کرانداری دامنه Ω که زمانͬ (١ ‐ ١) مساله مثبت جواب های روی بر مطالعه

پنجاه از (بیش غنͬ تاریخͬ دارای (f(۰) > ۰) گون مثبت حالت در است، [۰,∞) روی پیوسته تابعͬ f

گون مثبت نیمه حالت روی بر مطالعاتͬ نیز گذشته سال بیست از ببینید). را [٣ ،١] است(مراجع سال)

است. شده (limx→۰+ f(x) = −∞) نامتناهͬ گون مثبت نیمه مسائل و (f(۰) < ۰)

نیاز مورد اولیه مفاهیم ١ ‐ ٢

توابع همه مجموعه باشد. همبند و باز هرگاه ͬ گوییم م دامنه ͷی را Rn اقلیدسͬ فضای از Ω مجموعه زیر

مشتقات که است توابعͬ همه دهنده نشان Ck(Ω) ،k ∈ N برای ͬ دهیم. م نشان C(Ω) با را Ω روی پیوسته

هر برای که است توابعͬ همه رده C∞(Ω) همچنین است. پیوسته و موجود Ω روی آنها k‐ام مرتبه تا

فشرده زیرمجموعه ͷی آن ها محمل که Ω روی پیوسته توابع همه فضای دارند. تعلق Ck(Ω) به ،k ∈ N

برای ͬ شوند. م تعریف C∞
۰ (Ω) و Ck

۰ (Ω) مشابه طریق به ͬ دهیم. م نشان C۰(Ω) با نیز را است Ω از

ͬ گیریم م نظر در Ω دامنه روی شده تعریف f پذیر اندازه ͹لب توابع همه مجموعه را Lp(Ω) ،۱ ≤ p <∞

∫که:
Ω

|f(x)|pdx <∞.



٣ مقدمات و تعاریف .١ فصل

زیرمجموعه هر روی ولͬ نیستند پذیر انتگرال Ω دامنه روی لزوما که داشت خواهیم کار و سر توابعͬ با اغلب

پذیرند. انتگرال Ω فشرده

Ω دامنه روی f پذیر اندازه و مقدار حقیقͬ توابع همه از است عبارت Lp
loc(Ω) مجموعه .١ ‐ ٢ ‐ ١ تعریف

باشیم: داشته Ω از K فشرده زیرمجموعه هر برای که طوری به

∫
K

|f(x)|pdx <∞.

u گرادیان باشد. Rn روی شده تعریف اسͺالر میدان ͷی u(x۱, · · · , xn) کنید فرض .١ ‐ ٢ ‐ ٢ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که Rn در است برداری Rn از نقطه هر در

∇u = gradu =

(
∂u

∂x۱
, · · · , ∂u

∂xn

)
.

واگرایی باشد. Rn روی شده تعریف برداری میدان ͷی u⃗ = (u۱, · · · , un) کنید فرض .١ ‐ ٢ ‐ ٣ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به u⃗

div u⃗ = ∇ . u⃗ =
∂u۱
∂x۱

+ · · ·+ ∂un
∂xn

.

Ω ⊂ دامنه روی برداری میدان ͷی u⃗ = (u۱, · · · , un) کنیم فرض دیورژانس)). ((قضیه ۴ ‐ ١ ‐ ٢ گزاره

آن گاه: .u⃗ ∈ C۱ (Ω,Rn
)

و ui ∈ C۱(Ω) که باشد Rn

∫
∂Ω

u⃗ . n⃗ ds =

∫
Ω

div u⃗ dx

است. ∂Ω در −n)‐بعدی ۱) عنصر دهنده نشان ds و ∂Ω سطح بر عمود برونسوی یͺه بردار n⃗ آن در که

ͬ آوریم: م دست به u⃗ = ∇u جایͽذاری با باشد، C۲(Ω) در تابعͬ u اگر همچنین

∫
Ω

∆u dx =

∫
∂Ω

∇u . n⃗ ds =
∫
∂Ω

∂u

∂n
ds.



٢ فصل

پایینͬ‐بالایی جواب های

خاص، مدل های از کمͬ بسیار دامنه های برای ͬ دهیم. م شرح را بالایی و پایینͬ جواب های فصل این در

دست به گرین تابع ساختن طریق از را ... دیریͺله مرزی شرط های با مساله از صریحͬ جواب بتوانیم ما شاید

ندارد، وجود روشͬ هیچ کلͬ دامنه های برای نیست. پذیر امͺان کلͬ دامنه های برای روش این ولͬ آوریم،

متعددی روش های زمینه این در ͬ شود. م مطرح مسائل برای نظری لحاظ از جواب) (وجود پذیری حل اما

است. یافته گسترش

ͷکلاسی مفهوم به جواب ها ٢ ‐ ١

لاپلاس معادله ٢ ‐ ١ ‐ ١

ͬ گیریم: م نظر در را زیر معادله بخش، این در


−∆u = f(u), x ∈ Ω,

u = ۰, x ∈ ∂Ω.

(٢ ‐ ١)

۴



۵ پایینͬ‐بالایی جواب های .٢ فصل

هرگاه ͬ نامیم م (٢ ‐ ١) معادله پایینͬ جواب ͷی را ψ ∈ C۲(Ω) تابع .٢ ‐ ١ ‐ ١ تعریف


−∆ψ ≤ f(ψ), x ∈ Ω,

ψ ≤ ۰, x ∈ ∂Ω,

هرگاه ͬ نامیم م (٢ ‐ ١) معادله بالایی جواب ͷی را Z ∈ C۲(Ω) و


−∆Z ≥ f(Z), x ∈ Ω,

Z ≥ ۰, x ∈ ∂Ω.

مشابه طور به و ͬ نامیم م اکید پایینͬ جواب ͷی نباشد، معادله جواب ͷی که صورتͬ در را پایینͬ جواب ͷی

ͬ گوییم. م اکید بالایی جواب نیست، معادله جواب که را بالایی جواب

لاپلاس دستگاه

ͬ گیریم: م نظر در را زیر لاپلاس دستگاه بخش، این در


−∆u = F (u), x ∈ Ω,

u = ۰, x ∈ ∂Ω,

(٢ ‐ ٢)

شبه‐یͺنوا١ F تابع است. F = (F۱, ..., Fn) : [C ([۰,∞)n)]
n → Rn و u = (u۱, ..., un) آن در که

باشیم داشته ثابت ui هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده

∂Fi

∂uj
≥ ۰, i, j ∈ {۱, ۲, · · · , n}, i ̸= j,

١quasi-monotone



۶ پایینͬ‐بالایی جواب های .٢ فصل

دستگاه صورت این در باشد. ناکاهشͬ uj در j ̸= i هر ازای به Fi(u۱, u۲, ..., un) دیͽر، عبارت به

ازای به هرگاه (u۱, ..., un) ≤ (v۱, ..., vn) ͬ گوییم م ͬ نامیم. م همیاری(تعاونͬ)٢ دستگاه ͷی را (٢ ‐ ٢)

.ui ≤ vi ،۱ ≤ i ≤ n ،i هر

p‐لاپلاس معادله

ͬ گیریم: م نظر در را زیر p‐لاپلاس معادله


−∆pu = f(u), x ∈ Ω,

u = ۰, x ∈ ∂Ω,

(٢ ‐ ٣)

است. f ∈ C۱(Ω) و p‐لاپلاس عملͽر ∆p آن در که

p‐لاپلاس دستگاه

ͬ گیریم: م نظر در را زیر همیاری دستگاه


−∆pu۱ = F۱(u۱, u۲), x ∈ Ω,

−∆qu۲ = F۲(u۱, u۲), x ∈ Ω,

u۱ = ۰ = u۲, x ∈ ∂Ω,

(۴ ‐ ٢)

٢cooperative



٧ پایینͬ‐بالایی جواب های .٢ فصل

p(x)‐لاپلاس دستگاه

بͽیرید: نظر در را زیر ٢×٢ همیاری دستگاه


−∆p(x)u۱ = F۱(x, u۱, u۲), x ∈ Ω,

−∆q(x)u۲ = F۲(x, u۱, u۲), x ∈ Ω,

u۱ = ۰ = u۲, x ∈ ∂Ω,

(۵ ‐ ٢)

است. p(x)‐لاپلاس عملͽر ∆p(x) آن در که

ضعیف مفهوم به جواب ها ٢ ‐ ٢

کنید: فرض و بͽیرید نظر در را ............... مساله

گون مثبت مساله :f(۰) > ۰ حالت ٢ ‐ ٢ ‐ ١

بͽیرید: نظر در زیر فرضیات با را ... مساله

.f(۰) > ۰ (ف۰)

.lims→∞
f(s)
s

= ۰ (ف١)

λ > ۰ هر ازای به ... مساله صورت این در باشند. برقرار (ف١) و (ف۰) کنید فرض .٢ ‐ ٢ ‐ ١ قضیه

است. مثبت جواب ͷی دارای

گون مثبت نیمه مساله :f(۰) < ۰ حالت

کنید: فرض و بͽیرید نظر در را ... مساله

.f(s) ≥ −K۰ ،s > ۰ هر برای که طوری به است موجود K۰ > ۰ عدد (ف٢)

.lims→∞ f(s) = ∞ (ف٣)



٨ پایینͬ‐بالایی جواب های .٢ فصل

باشد. مͬ f(۰) < ۰ حالت شامل (ف٢) که کنید توجه

بزرگ λهای ازای به ... مساله صورت این در باشند. برقرار (ف١)‐(ف٣) کنید فرض .٢ ‐ ٢ ‐ ٢ قضیه

است. مثبت جواب ͷی دارای

را اصلͬ نقش ϕ ویژه تابع و λ۱ ویژه مقدار اولین پایینͬ، جواب های ساختن در فوق، شده بیان نتایج در

ͬ کنند. م ایفا

.... مساله برای مثبت ضعیف جواب چندگانگͬ بررسͬ ٢ ‐ ٢ ‐ ٢

بالایی جواب ساختن در اساسͬ نقشͬ که ͬ کنیم م بیان را را زیر لم ابتدا زیربخش، این اصلͬ قضیه بیان از قبل

ͬ کند. م ایفا را قضیه اثبات در اکید ضعیف



٣ فصل

و نامتناهͬ گون مثبت نیمه مسائل از کلاسͬ

مثبت ͷکلاسی جواب های

این از دیͽری نمونه های فصل این در کردیم. بیان ٢ فصل در را نامتناهͬ گون مثبت نیمه مساله ͷی از مثالͬ

است. کاهشͬ u به نسبت f̃ آن در که ͬ کنیم.وند م بررسͬ را مسائل قبیل

g(u) = −au + bu حالت ٣ ‐ ١

.....g(u) := −au+ bu۲ − du۳ − f(u) حالت ما بخش این در

... به لاپلاس عملͽر تبدیل

ثابت های آن گاه باشند. برقرار (ف٢) و (ف١) کنید فرض

g(u) = aup−۱ − bu حالت ٣ ‐ ٢

ͬ کنیم. م بررسͬ مناسب شرایط تحت حالت... بخش این در

٩



١٠ مثبت ͷکلاسی جواب های و نامتناهͬ گون مثبت نیمه مسائل از کلاسͬ .٣ فصل

... معادله از توسیع ͷی

... از توسیع ͷی بخش این در

کرد. خواهیم ثابت را زیر قضیه پایینͬ‐بالایی، جواب های از استفاده با حال

شرط های با −∆p عملͽر مقدارویژه اولین λ۱ و باشند برقرار (ف۴) و (ف٣) کنید فرض .٣ ‐ ٢ ‐ ١ قضیه

است. مثبت جواب ͷی دارای باشد..... دیریͺله مرزی

باشد،.... ... قضیه اثبات همانند σ کنید فرض برهان.



۴ فصل

چندگانه پارامترهای با دستگاه های از کلاسͬ

فصل این نتایج ͬ پردازیم. م دستگاه های...... از کلاسͬ ضعیف جواب های چندگانگͬ و وجود فصل این در

است. آمده ...... مقاله های در

وزن توابع دارای چندگانه پارامترهای با لاپلاس ١ ‐ ۴

بͽیرید: نظر در را زیر دستگاه

.... کنید فرض بعلاوه .Θ ̸= ∅ و باشند برقرار (ف١)‐(ف٣) کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ۴ قضیه

مثبت ضعیف پایینͬ جواب ͷی ساختن با را ١ ‐ ١ ‐ ۴ قضیه برهان.

ͬ شود..... م نتیجه مشابه طور به

کنید فرض .١ ‐ ٢ ‐ ۴ مثال

....

rk < (p−۱) ،piqj < (p−۱)× (q−۱) ،Ai, Bj, Ck, Dl, pi, qj, rk, dl, c۱, c۲, c۳, c۴ ≥ ۰ آن در که

ͬ کنند. م صدق .... قضیه شرط های در γ و h ،g ،f آن گاه .dl < (q − ۱) و

چندگانه پارامترهای با n× n دستگاه های از کلاسͬ بررسͬ ٢ ‐ ۴

ͬ باشند. م زیر قضایای بخش این اصلͬ نتایج بͽیرید: نظر در را زیر n× n دستگاه

١١



١٢ چندگانه پارامترهای با دستگاه های از کلاسͬ .۴ فصل

مساله..... آن گاه باشند. برقرار (ف١)‐(ف٣) کنید فرض .٢ ‐ ١ ‐ ۴ قضیه

.gi(x) = gi(۰) و fi(x) = fi(۰) دهید قرار x < ۰ هر ازای به .i = ۱, ۲, · · · , n کنید فرض برهان.

دهید.... قرار .gi(x) ≥ −K۰ ،fi(x) ≥ −K۰ ،x ≥ ۰ هر ازای به کنید فرض

کنید.... فرض .٢ ‐ ٢ ‐ ۴ مثال

ͬ کنند. م صدق ٢ ‐ ١ ‐ ۴ قضیه شرط های در giها و fiها آن گاه

اندازه به توابعͬ gi و fi کنید فرض علاوه، به و باشند برقرار (ف١)‐(ف٣) کنید فرض .٢ ‐ ٣ ‐ ۴ قضیه

که......... طوری به باشند هموار کافͬ

پایینͬ... جواب ͷی ساختن با را ... قضیه برهان.

ͬ کنند. م صدق ٢ ‐ ١ ‐ ۴ قضیه شرط های در کنید.... فرض .۴ ‐ ٢ ‐ ۴ مثال

دارای... چندگانه پارامترهای با لاپلاس ٣ ‐ ۴

.... مسائل مورد در مختصری تاریخچه ابتدا بخش، این در

ͬ دهد. م نتیجه را ..... قضیه .٣ ‐ ١ ‐ ۴ ملاحظه
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Abstract:

In this Thesis, we discuss the existence and multiplicity of positive solutions for a class of nonlinear
partial differential equations and systems with homogeneous Dirichlet boundary conditions via the
method of sub- and supersolutions in two notions of classical and weak. LetΩ is a bounded domain
in RN with smooth boundary ∂Ω. First, We analyze the existence of positive solutions for the
system 

−∆p(x)u = λ1 a(x)f(v) + µ1 α(x)h(u), x ∈ Ω,

−∆q(x)v = λ2 b(x)g(u) + µ2 β(x)γ(v), x ∈ Ω,

u = 0 = v, x ∈ ∂Ω,

where p(x) ∈ C1(RN) is a radial symmetric function such that sup |∇p(x)| < ∞, 1 <

inf p(x) ≤ sup p(x) < ∞, a, b, α, β : [0,+∞) → (0,∞) is a continuous function and
Ω = B(0, R) ⊂ RN .

Keywords: Positive solutions, p- Laplacian, Weak solution, Dirichlet boundary conditions
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